Chapitre 4

Dérivabilité des fonctions

. Dérivabilité d’une fonction

1) Taux de variation

Définition :

Soit I un intervalle contenant un nombre réel a et f une fonction définie sur I.

Le nombre (k)= f (a+h})l— fla) est appelé taux de variation de fentre a et a + A.

Remarque :
A(a; fla)) et M(ath ; flath)) appartiennent a €.
Le coefficient directeur de la droite (AM) est

o Jath)—1 (a)

at+h—a

, soit ©(h).

Le nombre t(%#) dépend de a.

2) Nombre dérivé

Définition :
Soit I un intervalle contenant un nombre réel a et f une fonction définie sur I.

fla+h)—f(a)
h

On dit que la fonction f est dérivable en a si la limite du rapport lorsque 4 tend

vers 0, avec g+#4 dans I, existe et est égale a un nombre réel 0.

Ce nombre [ est appelé nombre dérivé de la fonction fen a. On le note £ '(a).

On a donc :

/'(a)=lim f<“+h})l_f(“) =0

h=0




Exemple :
Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x" et a=1.

343 2, 13
Pour h#0,ona Lleti=fla) (e h/ =l (e 3hedhah)=l_s, 3, 42

h h h

On a vu que lim B+ 3h+3=3
h=0

Donc la fonction f'est dérivable en 1 et le nombre dérivé de fen 1 vaut 3. Donc f '(1)23 .

3) Interprétation graphique

Propriété :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a, nombre réel appartenant a I, et de
nombre dérivél en a.

Soit €/ la courbe représentative de la fonction £ dans un repére (O; 7,}) du plan, 4 le point de €
d’abscisse a et M le point de €y d’abscisse a+ h avec a+ h appartenantalet h#0 .

Le nombre dérivé  de fen a est la limite du coefficient directeur de la droite (AM) lorsque le point

M se rapproche du point 4, ¢’est-a-dire lorsque 4 tend vers 0.

Fd

4) Fonction dérivée f

Définition :

Une fonction f est dérivable sur un intervalle I lorsqu’elle est dérivable en tout nombre réel x
appartenant a 1.

Définition :
Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

La fonction définie sur I qui, a tout nombre réel x, fait correspondre le nombre dérivé de la
fonction f'en x est appelée fonction dérivée de 1.

La fonction dérivée de f'est notée f .



Exemples :

Pour la fonction f définie sur R par f (x)=k (k fixé),

S xth)=f(x) _k—k _,
h h

pour toutx € Ret 7#0 :

Ainsion a ;

(k)" x> f'(x):limf<x+ = S1x) im 0=0

h>0 h B0

Pour la fonction f définie sur R par f (x)=x,

pour toutx € Ret 7#0 : %:%:1

Ainsiona :

(x)" x> f'(x)=lim S et h)_f<x):1im 1=1
h=>0 h h=>0

Pour la fonction f'définie sur R par £ (x)=x",

(x+h)’=x" _ xX*+2xh+h* —x°

p =2x+h

pour toutx € Ret 7#0 :

Ainsion a:

(X)) ixP f’(x)ZIimf(X+ h>7f(x):lim2x+ h=2x

h=0 h h=0
Pour la fonction f'définie sur [0;+oo[ par f(x):\/;,
pour toutx € [03+ o[ et h#0 :

\/x+h—\/;: \/x+h—\/;>< Vx+h+\/;_ xX+h—x

h h Vx+h+'x  h(Vx+h+x)
f(x+h}>l_f(x)=w+}ll+& de plus lim Vx+h=vx
Ainsi, pour x € ]0;+0o[ :
o 1 \—1; f(x+h)—f(x)_. 1 1
()" i (X)_Etl-?g _1}?3 Ux+h+lx 2Vx

1
Pour la fonction f'définie sur R* par f (x )=; ,

11 x—(x+h)
pour toutx € R*et h#0 : (x+h) X _ x(x+h) __—h 1_ 1
h h x(x+h) h x(x+h)
Ainsiona :
1 . fx+h)-f(x) .. 1 1
—_|" . ! =1 =1 —_
(x e f (x) hl-r>1:)l hlﬁno x(x+h) x2




5) Continuité et dérivabilité
Propriété (admise) :

Toute fonction dérivable sur un intervalle 7 est continue sur /.

Remarque :

La réciproque de ce théoréme est fausse : les fonctions valeur absolue et racine carrée, par exemple,
ne sont pas dérivables en 0, mais sont continues en 0.

Remarques :

Ne pas confondre continuité et dérivabilité.

* Une fonction f est continue en a si la courbe €, ne présente pas de saut en son point
d’abscisse a.

* Une fonction f est dérivable en a si la courbe €; admet une tangente non verticale en son
point d’abscisse a.

Il. Tangente a une courbe

1) Tangente en un point a une courbe

Définition :
Soit fune fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a, nombre réel appartenant a I.

Soit €/ la courbe représentative de la fonction f'dans un repére (O; i, ;) du plan et 4 le point de
€;d’abscisse a.

La tangente a la courbe €rau point A est la droite passant par 4 et ayant comme coefficient
directeur le nombre dérivé f'(a).

Exemple :
Soit f la fonction définie sur I’intervalle R par :

£lx)=x :
Le point A d’abscisse @=1 de la courbe €;a comme coordonnées (1;1). A

De plus, le nombre dérivé de fen a=1 estégala f'(1)=3.

La tangente a la courbe €rau point A est la droite passant par A et ayant
comme coefficient directeur 3. o /

Remarque :
Le point 4(a; f(a)) estle point de contact de la tangente et de €.



2) Equation d’une tangente a une courbe

Propriété :

Soit €;1a courbe représentative d’une fonction f dans un repere (O; i, ;) du plan, A un point de
€,d’ abscisse a et f'(a) le nombre dérivé de fen a.

Une équation de la tangente a €yen A est :

y=f'(a)(x—a)+f(a)

Exemple :

Soit [ la fonction définie sur I'intervalle R par f(x)=x’ et le point A d’abscisse a=1 de la
courbe €.

Ona: a=l; f(a)=01=1; f'(a)=3.
Dot y=f'(a)(x—a)+f(a)=3(x—1)+1=3x—2.

Une équation de la tangente a la courbe € yau point 4 est donc y=3x—2.

lll. Formules de dérivées

1) Dérivées et opérations

Dérivée d’'une somme de fonctions

Propriété :

La somme u+Vv de deux fonctions dérivables sur un intervalle / est une fonction dérivable sur /
et:

(u+v) =u'+v’

Exemple :

La fonction f définie sur R par f(x)=x’+x est la somme de deux fonctions u et v définies par
A 5 :
u(x)=x" et v(x)=x

Or u et v sont dérivables sur Ret u'(x)=2x et v'(x)=1

Donc pour toutx € R, f'(x)=2x+1.

Dérivée d’un produit de fonctions

Propriété :
Le produit uv de deux fonctions dérivables sur un intervalle / est une fonction dérivable sur / et :

(uv)'=u'v+uv’



Exemple :

La fonction £ définie sur [0;+ o[ par f(x)=x+x estle produit des deux fonctions u et v définies
par u(x)=x et v(x)=vx.

]
2Vx "

Or u et v sont dérivables sur ]0;+0o[ etonavuque: u'(x)=1 et v'(x)=

1 3 =
Donc, pour tout x>0, f'(x)=vVx+xXx——===1x
2Vx 2

Propriété :
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / et £ un nombre réel.
La dérivée de ku est k fois la dérivée de u.

Si k est une constante :  (ku)'(x)=kXu'(x).

Exemple :
Soit la fonction trindme définie par f (x)=2x’+8x+3 .
En utilisant les régles de calculs des dérivées on obtient :

' (x)=2X2x+8X1+0=4x+8

Dérivée d’un quotient de fonctions

Propriété :
u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle /.

De plus, pour tout x de 7, v(x)#0 .
Le quotient " est une fonction dérivable sur 7, et :

u
14

u'v—uv'
2
%

I —

Exemple :

La fonction f définie sur |—o0;1[U]1;4+0[ par f(x)=

X ) .
1 est le quotient des fonctions u et v
définies par : u(x)=x et v(x)=x-1

v ne s’annule pas sur chacun des intervalles |—oo;1[ et |1;+o[ et u et v sont dérivables sur ces
intervalles : u'(x)=1 et v'(x)=1.

IX(x—1)-xx1
(x—1)°

Donc fest dérivable sur ]—o0;1[U]1;+00[ et f'(x)=

Ainsi pour tout x € |—o00;1[U]1;+00[, f(x)=




Propriété :
v est une fonction dérivable sur un intervalle 7 telle que, pour tout x € , v(x)#0 .
1), —v'

1
Alors la fonction > est dérivable sur / et : (;) S
v

Exemple :

1
La fonction f définie sur R par f (x)= 1 est ’inverse de la fonction v définie par v(x)=x"+1
X

(v(x)#0 pour tout réel x).
—2x
(x*+1)°

Or pour tout réel x, v'(x)=2x . Donc f(x)=

2) Dérivées usuelles

A partir des régles de calcul sur les fonctions dérivées établies on peut dresser un tableau des
dérivées usuelles a connaitre.

fonction f Ensemble de définition Ensemble de fonction dérivée f '
de f dérivabilité de f
fx)=k )=
(k constante) R R S (x)=0
f(x)=x R R f(x)=1
f(x)=x" R R f(x)=2x
S x)=x" () o o]
(neN) R R f'(x)=nXx
flx=1 R R frin=—
X RS
f=% R R frn=-2
X X
_1
f<x>_xn R’ R’ £r(x)=— n”lH
(n € N
_ N
f(x):\/x [0,+OO[ ]O,+OO[ f (X)_2\/;




3) Dérivée d’une fonction composée

Fonction composée

Définition :

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans un intervalle J, et g une
fonction définie et dérivable sur J.

La fonction composée des fonctions u et g, notée gou , est définie sur / par gou(x)=g(u(x)).

Exemple :

Soit u et g les fonctions suivantes :
u: I=[0;+0[ - J=[0;+0] et g: J=[0;+0] - R
X x’+x xP Jx

La fonction composée est la fonction gou :/— R

x glulx))=vx +x

Remarques :

* Sur ’exemple précédent, ucg est définie par: ucg:[0;+o0[ — [0;+00]

X P x+\/;
* Pour f(x)=vu(x)
u: E - 040 et g:]0;+0[ - R
x+ u(x) x \x

La fonction f peuts’écrire f=gou :E—- R

x> V(%)

+ Pour £ (x)=(u(x))
u: £ - R et g:R- R
x+ u(x) xP x"
La fonction f peut s’écrire f=gou : E— R
x> (u(x))
e Pour g(x)=f(ax+b)
u: E - R et f: R-> R
x+ ax+b x+ f(x)
La fonction g peut s’écrire g=fou : E—- R
x+ flax+b)



Propriété : non commutativité de la composition de fonctions

La composée de fonctions n’est pas commutative.

Exemple :

Soit trois fonctions u, v et w définies paru : x> x* -2, v:x e
o uov(x) =u(v(x)) =u(e) = ()Y -2=¢e*-2
o vou(x) = v(uXx)) = v(x2—2)= ¢* >

Donc uev(x) # vou(x).

Dérivation
Propriété :

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle E, a valeurs dans un intervalle F et g une
fonction définie et dérivable sur F.

La fonction f : x+ g(u(x)) est dérivable en tout nombre réel x de E et sa dérivée est la
fonction :

(gou)ix = g'(ulx))xu’(x).

Exemple :
1 _
La fonction f définie sur |0;+oo[ par f(x ):_\f est la composée de la fonction u:x P +x
X
) ) ) 1 :
définie et dérivable sur ]0;+o[, a valeurs dans ]0;+o[, et de la fonction g:x +~ = définie et

dérivable sur |0;+o] .

. ! —_ 1 [ J— 1
On sait que (x)=—=et & (X)———z.
24/x X

La fonction f est dérivable et sa dérivée est donnée par :
= 1 X — 1_ 5 = — 1_
24/x (Vx)* 2 xvx

u'(x)x g (u(x))



Cas particuliers :
» La fonction f, définie sur I par f(x) = ", est dérivable sur I et /" (x) = u '(x)e"™.
* Si, pour tout x de I, u(x) > 0, alors la fonction f définie sur I par f(x) = Vu(x) est dérivable

surlet f'(x)= it

“24u(x)”

* Soit n, un entier relatif non nul, et f1a fonction définie sur I par /' (x) = (u(x))".

o Sin 21, alors fest dérivable sur I et £ (x) = n u’(x) (u(x))"".
© Sin < -1 etsiune s’annule pas sur I, alors f'est dérivable sur I et
£ @) =nu'(x) (ux))".
* Soit a et b deux nombres réels et f une fonction définie et dérivable sur R.
La fonction x = f(ax + b) est dérivable en tout nombre réel x et sa dérivée est la fonction :

xaxf’(ax+b)

Exemple :

La fonction g définie sur R\

est dérivable sur R\ {-% .

=3 par glx)=
3| P ST 3

1 , 1
Pour tout x de R\{—% , g(x)=f(3x+5) avec f(x):; or f (x):—;'
5 1] _ _3
Par conséquent, pour tout x de R\[—§ , & (X)_(3x+5)2'

IV. Fonction dérivée et étude de fonction

1) Interprétation graphique

Dire que f'est dérivable sur [ signifie que, pour tout réel x de 7, la courbe €/, représentant la fonction
£, admet une seule tangente, de coefficient directeur :

oy i S (xHR) = f(x)
f'(x)=1lim .

h—0

Il semble donc exister un lien entre les variations de fet le signe de /.

10



2) Sens de variation

Propriété :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
* Silafonction f estcroissante sur /, alors la dérivée est positive sur /.
* Silafonction f estdécroissante sur /, alors la dérivée est négative sur /.

» Silafonction f est constante sur /, alors la dérivée est nulle sur /.

Exemple :
fest croissante sur [-1 ; 1] :

=25

Propriété :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
* Sila dérivée est positive sur /, alors la fonction f est croissante sur /.
» Sila dérivée est négative sur /, alors la fonction f est décroissante sur /.

* Sila dérivée est nulle en toute valeur de /, alors la fonction f est constante sur /.

Remarque :

L’¢étude du signe de la dérivée permet donc de donner le sens de variation d’une fonction.

Exemple :
Pour la fonction f définie sur R par f(x)=x", nous avons vu que f'(x)=2x,ona donc:
X —0 0 +00
/' (x)=2x -0+

e | N 0 P

11



Remarque :

Pour étudier les variations d’une fonction f, il n’est pas systématiquement nécessaire de
déterminer la fonction dérivée f ' et d’en étudier le signe.

1
=8

On sait que la fonction x = x* est croissante sur ]2;+ o[ donc g est décroissante sur ]2;+ oof .

Par exemple, soit g définie sur ]2;+ o[ par g(x)=

V. Extremum

1) Extremum local

Définitions :
Soit I une fonction f'définie sur un intervalle I.

* On dit que fadmet un minimum local en q, s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I,
contenant a et tel que pour tout x de J, ' (x) = f'(a).

* On dit que f'admet un maximum local en q, s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I,
contenant a et tel que pour tout x de J, 1 (x) < f'(a).

Exemple :

Soit fune fonction définie sur I’intervalle [-8 ; 7] dont voici le tableau de variations :

X -1 4 7

-8
woe T

D’apres le tableau de variations, f'(x) = f(-1) pour tout x appartenant a I’intervalle ]-8 ; 4[, donc la
fonction f'admet un minimum local en -1 qui vaut -2.

Ce n’est pas le minimum de la fonction car f(7) = -5.

2) Lien avec la dérivation

Propriété :
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et  un nombre réel appartenant a .

Si la fonction admet un extremum en a, alors f”(a) = 0.

Remarque :

Si f (a) est un extremum local, alors la tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a est
paralléle a I’axe des abscisses.

12
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Propriété :
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a un nombre réel appartenant a I.

Si la dérivée s’annule en changeant de signe en a, la fonction admet un extremum en a.

X a X a

LY - 0 + /' + 0 -

%) \ I / fx) / maximum \

m
(1N
x‘
th

fxy<o  fl@)>0 f(z) >0 fl(z)<0 -
flay=0 j"((l,) =10

Remarques :
* L’hypothese du changement de signe est nécessaire.

La fonction x = x’ n’admet pas d’extremum sur R, pourtant elle a
une dérivée qui s’annule en x=0 (mais la dérivée ne change pas de
signe).

* Pour I'intervalle I, I’hypothése qu’il soit ouvert permet d’éviter que
le nombre réel a soit une de ses extrémités. Si tel est le cas, I’étude
des variations permet de conclure.

Par exemple, dans la situation ci-contre ou f'admet un maximum en
a.
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